4.8 Dimension von Unterraumen

Satz: Sei V' ein Unterraum von V.

(a) Dann gilt dim(V’) < dim(V).

(b) Gilt weiter dim(V"’) = dim(V') < oo, so folgt V' =V.
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Proposition: Fiir jeden Unterraum U des Raums der Spaltenvektoren K™ kann man jede der folgenden

Beschreibungen effektiv in jede andere umrechnen:

(a) Als Erzeugnis von Vektoren uq,...,u; € K™.

(b) Durch eine Basis uy,...,u, von U.
(c) Als Losungsmenge eines homogenen LGS der Form Ax = 0 fiir eine Matrix A.
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Bemerkung: Diese Beschreibungen benutzt man zur Berechnung von Summen und Durchschnitten von

Unterrdumen von K", wie folgt:
(a) Aus U = (S) und U’ = (9") folgt U +U' = (SUS").
(b) AusU={r e K" | Az =0} und U’ = {x € K" | Az = 0} folgt UNU' = {x € K" | (})x = 0}.
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4.9 Direkte Summen, Komplemente

Definition: Seien V; und V5 Unterrdume von V/ rthV Vi+ Vgiund[ VinVy = {O}Z Dann heisst V' die

(innere) direkte Summe von Vi und Vs, und wir schreiben

V=Viel.

Weiter heisst dann V5 ein Komplement von Vy in V', und umgekehrt.

Proposition: Die genannten Bedingungen an %Lugji V5 sind aquivalent zu der Bijektivitat der Abbildung

J Vi x Vo — V, (v1,02) — vy + vs.

& LA)@ ALL J\.»d_yLJ\’V* \\42“, .D,. U‘EV,| r\V.L . j)ﬂ-—\_ \:/— C’V‘ ‘VJ Mw V= o
L, (B) G A il | —L (go) 0
A s 6 (v = (0,0) =4 ©=0.
Rty V,aVy = 228

-

5""‘-\ (v, "‘L) (wwwL) €\ xV, wi* J“‘——g’aﬁ“ %M f@

o~ - T, +W =2 U‘ W E W,V - -

e A o R T T A el 9
Variante: Analog zu Summen beliebig vieler Tellraume von V' kann man auch beliebige direkte Summen
definieren. Siehe dazu §?? sowie [Kowalsky-Michler, §2.3].  V,x .- xV — 4 oy

(v_l/,_,/u‘) — UtV LE)R

Beispiel: Es gilt V =V @ {0}; somit sind V und {0} Komplemente voneinander in V.




Satz: Jeder Unterraum eines Vektorraums besitzt ein Komplement.
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Satz: Ist V =V, & V4, so gilt

dim(V) = dim(V;) + dim(V3).

— )05 UYd~
@i_; B, s e Vg dirth - be Rk EO*LG\/A\B/ Las rt
B, Race oy U=V eV, =k >+<R,> = R85l Lo
RO Ry AAQ%V“‘ 2.0 8, Do webh . o Wi LZ@ L+LZ@* -
e @ b < <
ok RM—-\ \4 4 Z kggﬁ“gﬂb e\/ r\V :bkikgg ZXLS O
befy

= A;(VJHQNGLJZI‘LH??J:JJMC\/q)uLJ;,( <) SR

TTTTrYSs ey s 1, .
Beispiel: Sei V; := ((})) C K? fiir gegebene a,b € K. Dann ist ...

(a) ... ((})) ein Komplement von V; genau dann, wenn b # 0 ist. \/ < b ) >
(b) ... {(})) ein Komplement von V; genau dann, wenn a a # 0 ist. \ (o ] ( J Rt .
(c) ... V ein Komplement von V; genau dann, wenn a = b = 0 ist. \ ( ) ( Cl) Ruwr




Satz: Fiir beliebige Unterrdume V; und V5 von V' gilt

e dim(Vy + Vo) +dim(Vi NV,) = dim(Vl)—l—dim(VQ)j UL
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