
4.8 Dimension von Unterräumen

Satz: Sei V 0 ein Unterraum von V .

(a) Dann gilt dim(V 0) 6 dim(V ).
(b) Gilt weiter dim(V 0) = dim(V ) < 1, so folgt V 0 = V .

Proposition: Für jeden Unterraum U des Raums der Spaltenvektoren Kn kann man jede der folgenden
Beschreibungen e�ektiv in jede andere umrechnen:

(a) Als Erzeugnis von Vektoren u1, . . . , uk 2 Kn.
(b) Durch eine Basis u1, . . . , u` von U .
(c) Als Lösungsmenge eines homogenen LGS der Form Ax = 0 für eine Matrix A.





Bemerkung: Diese Beschreibungen benutzt man zur Berechnung von Summen und Durchschnitten von
Unterräumen von Kn, wie folgt:

(a) Aus U = hSi und U 0 = hS 0i folgt U + U 0 = hS [ S 0i.
(b) Aus U = {x 2 Kn | Ax = 0} und U 0 = {x 2 Kn | A0x = 0} folgt U \ U 0 = {x 2 Kn |
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x = 0}.



4.9 Direkte Summen, Komplemente

Definition: Seien V1 und V2 Unterräume von V mit V = V1 + V2 und V1 \ V2 = {0}. Dann heisst V die
(innere) direkte Summe von V1 und V2, und wir schreiben

V = V1 � V2.

Weiter heisst dann V2 ein Komplement von V1 in V , und umgekehrt.

Proposition: Die genannten Bedingungen an V1 und V2 sind äquivalent zu der Bijektivität der Abbildung

V1 ⇥ V2 ⇤! V, (v1, v2) 7! v1 + v2.

Variante: Analog zu Summen beliebig vieler Teilräume von V kann man auch beliebige direkte Summen
definieren. Siehe dazu §?? sowie [Kowalsky-Michler, §2.3].

Beispiel: Es gilt V = V � {0}; somit sind V und {0} Komplemente voneinander in V .



Satz: Jeder Unterraum eines Vektorraums besitzt ein Komplement.

Satz: Ist V = V1 � V2, so gilt
dim(V ) = dim(V1) + dim(V2).

Beispiel: Sei V1 := h
�
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i ⌅ K2 für gegebene a, b 2 K. Dann ist ...

(a) ... h
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i ein Komplement von V1 genau dann, wenn b 6= 0 ist.
(b) ... h
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i ein Komplement von V1 genau dann, wenn a 6= 0 ist.
(c) ... V ein Komplement von V1 genau dann, wenn a = b = 0 ist.



Satz: Für beliebige Unterräume V1 und V2 von V gilt

dim(V1 + V2) + dim(V1 \ V2) = dim(V1) + dim(V2).


